
岡の原理と楕円性

日下部 佑太 (大阪大学)

1 はじめに
この節では, タイトルにもなっている「岡の原理」と「楕円性」の言葉の意味を簡単に説明しておく.

一見するだけではそこまで深い関係があるとは分からない「岡の原理」と「楕円性」であるが, 本稿で
はこれらが徐々に交わっていき最終的にはある意味で同じものになる (定理 7.4)様子を概観したい.

1.1 岡の原理とは

岡の原理とは複素解析におけるホモトピー原理のことである. より厳密には, Stein 多様体 X (cf.

§2) に対して X 上のあるクラスの解析的対象と位相的対象 (例えば正則ベクトル束の正則切断と連続
切断)を考えたときに包含写像

{X 上の解析的対象 } ↪→ {X 上の位相的対象 }

が弱同値になるということである. 標語的に「Stein 多様体上の解析的な問題には位相的な障害しか
ない」ことが岡の原理であるとも言うことができる. この原理は 1939年の岡の第 III論文 [19]に端
を発し, Grauert, Gromov, Forstneričらによって岡多様体の理論へと発展した. §3以降でその様子
を簡単に見ていくが, より詳しい歴史や岡多様体の理論に関しては [7, 8]を参照されたい.

1.2 楕円性とは

複素多様体に対する以下の意味での楕円性という言葉は, 1986 年に Gromov [15] によって初めて
使われたように思われる. まず楕円性とは双曲性と真逆の性質でなければならない. そして複素解析
においては小林, Eisenman, Brodyらによる種々の双曲性があり, これらは複素 Euclid空間 CN か
らの非退化正則写像の非存在性と見ることができる. これらのことから複素多様体 Y の楕円性とは非
退化正則写像 CN → Y が「たくさん」存在することと定めるのが妥当である. この「たくさん」の意
味は §5以降で厳密に定義される.
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2 Stein多様体の簡単な復習
この節では, 岡の原理における主役である Stein多様体の基本的な事項を簡単に復習する. 以下, 複
素多様体は有限次元 (i.e. 連結成分の次元が有界)かつ第二可算公理を満たすものとする.

定義 2.1. 複素多様体 X が Stein多様体であるとは, 以下の 3つの条件を満たすことである:

(1) (正則分離性) 任意の相異なる 2点 x, x′ ∈ X に対し正則関数 f ∈ O(X) で f(x) ̸= f(x′) とな
るものが存在する.

(2) 任意の点 x ∈ X に対し正則写像 f ∈ O(X,Cn) で x において局所双正則なものが存在する.

(3) (正則凸性) 任意のコンパクト集合 K ⊂ X に対し正則凸包 K̂O(X) = {x ∈ X : |f(x)| ≤
supK |f | ∀f ∈ O(X)} もコンパクトである.

これは 1951 年に Stein [25] によって与えられたオリジナルの定義であるが, 実は定義の中の条件
(2)が (1)と (3)から導かれることを Grauert [10]が示していることに注意しておく.

Stein多様体には様々な視点からの特徴付けがあり, その中でも重要なのは次の 3つである.

定理 2.2. 複素多様体 X に対して以下は同値:

(1) X は Stein多様体である.

(2) (Remmert [22]) 複素 Euclid空間への固有正則埋め込み X ↪→ CN が存在する.

(3) (Cartanの定理 B [4]) X 上の任意の解析的連接層 F と q ≥ 1 に対して Hq(X;F ) = 0.

(4) (Grauert [13]) 固有かつ滑らかな関数 ρ : X → [0,∞) で i∂∂̄ρ > 0 となるものが存在する.

以下の例から Stein多様体は開 Riemann面の高次元版, アファイン代数多様体の解析版, 正則領域
の多様体版と少なくとも 3つのクラスの自然な一般化になっていることが分かる.

例 2.3. (1) (Behnke-Stein [2, 3]) 連結 Riemann 面に対して Stein であることとコンパクトでない
ことは同値である.

(2) アファイン代数多様体は Steinである (cf. 定理 2.2 (2)).

(3) (Cartan-Thullen [5]) Cn 内の領域に対して Stein であることと正則領域であることは同値で
ある.

3 オリジナルの岡の原理
複素多様体 X に対して, Vectrhol(X) (resp. Vectrtop(X)) で X 上の階数 r の正則ベクトル束

(resp. C0 級複素ベクトル束) の同値類の集合を表す. 正則構造を忘却することで自然な写像
Vectrhol(X) → Vectrtop(X) が定まることに注意する. 岡は第 III論文 [19]で Cousinの第 II問題を扱
う中で次の岡の原理を発見した.
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定理 3.1 (岡 [19]). X が Stein多様体ならば自然な写像 Vect1hol(X) → Vect1top(X) は全単射である.

本稿の初めに述べた岡の原理の定義に合わせて言い換えると, Stein多様体 X に対して包含写像

{X 上の正則直線束 } ↪→ {X 上の複素直線束 }

が同値類の集合の間の全単射を導くという意味で弱同値ということである. 以下で定理 3.1の現代的
な証明を与えるが, 証明の前に Vect1hol(X) ∼= H1(X;O∗

X), Vect1top(X) ∼= H1(X; C∗
X) と自然な同型

があることに注意しておく.

証明. 2つの短完全列を繋ぐ次の可換図式が存在する:

0 Z OX O∗
X 0

0 Z CX C∗
X 0

exp(2πi·)

exp(2πi·)

これから導かれる長完全列の一部を見ると

H1(X;OX) H1(X;O∗
X) H2(X;Z) H2(X;OX)

H1(X; CX) H1(X; C∗
X) H2(X;Z) H2(X; CX)

が可換である. ここで X が Steinかつ OX が連接 (岡の連接定理 [20])であるので Cartanの定理 B

から左上と右上が 0になり, CX が細層であることから左下と右下が 0になる. 従って

H1(X;O∗
X) H2(X;Z)

H1(X; C∗
X) H2(X;Z)

∼

∼

となり, 証明前の注意から主張が従う.

4 Grauertの岡の原理
Grauertはオリジナルの岡の原理 (定理 3.1)を任意の階数に一般化した (より一般的に主束に対す
る岡の原理も示しているがここでは省略する).

定理 4.1 (Grauert [11, 12]). X が Stein 多様体ならば任意の r ∈ N に対して自然な写像
Vectrhol(X) → Vectrtop(X) は全単射である.

r > 1 のときは構造群 GLr(C) が非可換になってしまうため, 前節のような cohomologicalな証明
は通用しない. ここで次の補題のような homotopicalな岡の原理に焦点を移す必要がある.
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補題 4.2 (Grauert [11, 12], Grauert-Kerner [14], Ramspott [21]). X を Stein多様体, h : Z → X

を正則ファイバー束とし, ファイバーに推移的かつ正則に作用する複素 Lie 群 G を変換群にもつと
する. このとき h の正則切断の空間から連続切断の空間への包含写像 Oh(X) ↪→ Ch(X) は弱ホモト
ピー同値である (i.e. 各次数のホモトピー群の同型を導く).

この補題の証明は省略するが, 鍵となるアイデアは指数写像 exp : T1G → G を用いて問題を線形
化することである. オリジナルの岡の原理の証明でも指数関数を用いていたことに注意したい.

定理 4.1の証明. (全射性) X 上の階数 r の任意の複素ベクトル束 E に対して, 自明束への埋め込み
E ↪→ X × CN が存在することに注意する (例えば 1の分割を用いる). 従って E は複素 Grassmann

多様体 Gr,N 上の普遍ベクトル束 Ur,N = {(λ, v) ∈ Gr,N × CN : v ∈ λ} のある連続写像 f0 による
引き戻しに同型である:

E Ur,N

X Gr,N
f0

⌜

ここで補題 4.2より f0 から始まるホモトピー ft : X → Gr,N (t ∈ [0, 1]) で f1 ∈ O(X,Gr,N ) とな
るものが存在し, E ∼= f∗

0 (Ur,N ) は正則ベクトル束 f∗
1 (Ur,N ) に位相的に同型である.

(単射性) E1, E2 を X 上の階数 r の正則ベクトル束, {Uα}α を X の開被覆, {gjαβ ∈ O(Uα ∩
Uβ , GLr(C))}α,β を Ej (j = 1, 2) の遷移写像系とする. このとき位相同型 (resp. 正則同型)

E1 → E2 の集合は正則ファイバー束⨿
α

(Uα ×GLr(C))

/
⟨(x, vα) ∼ (x, g2βα(x)vαg

1
αβ(x))⟩

の連続切断 (resp. 正則切断)の集合との間に自然な全単射をもつ. 従って位相同型 E1 → E2 が存在
するならば, 対応する連続切断を補題 4.2を用いて正則切断に変形することで正則同型 E1 → E2 が
得られる.

5 Gromovの岡の原理: Gromov楕円性
§1で楕円性は CN から非退化正則写像が「たくさん」存在するという性質のことだと定義された.

そのような正則写像 CN → Y の存在は原点で非退化 (沈めこみ) であるものだけ考えても一般性を
失わない. 原点の像に依存しながら原点で非退化な正則写像 CN → Y を繋げて Y 上の正則ベクト
ル束からの正則写像ができあがるという意味で非退化正則写像が「たくさん」ある場合を考えると,

Gromovが [16]で定義した楕円性になる.

定義 5.1. 複素多様体 Y がGromov楕円的*1であるとは, Y 上の正則ベクトル束 π : E → Y と正
則写像 s ∈ O(E, Y ) で各 y ∈ Y に対して s(0y) = y かつ s|Ey

: Ey → Y が 0y で非退化となるもの

*1 通常は単に楕円的であると言われるが, 後半で他の楕円性も考えるためここではこのように呼ぶ.
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が存在することをいう*2. このような正則写像 s : E → Y は Y 上の dominating sprayと呼ばれ
る (非退化の条件が無ければ単に sprayと呼ばれる).

次の例 (1)から dominating sprayが指数写像の一般化であることが分かる.

例 5.2. (1) 複素等質多様体 Y はGromov楕円的である. 実際 G を正則かつ推移的に Y に作用する
複素 Lie群としたとき, s : Y × T1G → Y を s(y, v) = exp(v) · y と定めると dominating spray

になる.

(2) 接束 TY を張る有限個の C 完備正則ベクトル場 V1, · · · , VN が存在するならば Y は Gromov楕
円的である. これを確かめるには φt

j ∈ Aut(Y ) (t ∈ C) を Vj の flow とし, dominating spray

s : Y × CN → Y を s(y, t1, . . . , tN ) = φt1
1 ◦ · · · ◦ φtN

N (y) と定めればよい.

(3) 特に A ⊂ Cn を tame な閉解析的部分集合で余次元が 2 以上のものとすると補空間 Cn \ A は
Gromov 楕円的である (Rosay-Rudin [23, Theorem 4.5] の例より tame という条件は外すこと
ができない). ここで A ⊂ Cn が tame であるとは, ある自己同型 φ ∈ AutCn で φ(A) の
Pn ⊃ Cn での閉包が無限遠超平面 Pn \Cn を含まないようなものが存在することである (e.g. 代
数的部分集合). この場合 A に制限すると固有になる射影 p : Cn → Cn−1 が十分あり, これと
p(A) で消える正則関数 f ∈ O(Cn−1), p(v) = 0 となるベクトル v ∈ Cn \ {0} から定まるベク
トル場 V = (f ◦ p)v を T(Cn \A) を張るように有限個考えればよい.

次が Gromovの岡の原理であり, 例 5.2 (1)から補題 4.2の一般化になっている (従って Grauertの
岡の原理の一般化にもなっている)ことが分かる. Gromovはより一般的に局所自明でない沈めこみ
の切断に対しても同様の岡の原理を示しているがここでは省略する.

定理 5.3 (Gromov [16]). X を Stein多様体, h : Z → X をGromov楕円的なファイバーをもつ正則
ファイバー束, X ′ ⊂ X を閉解析的部分集合, K ⊂ X をコンパクト O(X) 凸*3集合, P0 ⊂ P ⊂ Rm

をコンパクト集合とし, 連続切断の (連続な)族 f0 : P ×X → Z は f0|P0×X , f0|P×X′ , f0|P×K が
正則切断の族になるようなものとする. このとき f0 を始点とし f1 が X 上の正則切断の族となるよ
うな連続切断の族のホモトピー ft : P ×X → Z (t ∈ [0, 1]) で, 全ての t ∈ [0, 1] に対し次が成り立
つようなものが存在する:

(1) (P0 ×X) ∪ (P ×X ′) 上で ft = f0 が成り立つ.

(2) ft|P×K は正則切断の族であり, P ×K 上一様に f0 を近似する.

特に切断の空間の間の包含写像 Oh(X) ↪→ Ch(X) は弱ホモトピー同値である.

結論を簡単に言えば, Stein多様体 X のある一部分で与えられた正則切断の族を X 全体に正則に拡
張したり近似したりする問題には位相的な障害しかないということである. この岡の原理は Grauert

らによるのものの単なる一般化ではなく, 例えば 2次元以上の Stein多様体の最良次元複素 Euclid空

*2 Ey = π−1(y) は E の y ∈ Y 上のファイバーを表し, 0y はその原点を表す.
*3 正則凸とも言われる. 正則凸包 K̂O(X) (cf. 定義 2.1) が K に等しいということである.
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間への埋め込みなどは Gromovの岡の原理を用いることで初めて証明されたことである ([6, 24]).

Gromovは同論文で岡の原理自体がより簡単な関数論的な条件により特徴付けられるかどうかを問
題にした. この問題が次節の Forstneričの岡の原理への架け橋となる.

問題 5.4 (Gromov [16, 3.4.(D)]). あるクラスのコンパクト集合 K ⊂ Cn に対する Runge型近似性
O(Cn, Y )|K = O(K,Y ) が Stein多様体から Y への写像に関する岡の原理を導くか.

6 Forstneričの岡の原理: 岡多様体
Forstneričは前節の Gromovの問題 5.4を解決し, 岡多様体という概念に至った.

定義 6.1. 複素多様体 Y が岡多様体であるとは, コンパクト凸集合 K ⊂ Cn の開近傍から Y への任
意の正則写像を正則写像 Cn → Y により K 上一様に近似できることをいう.

次が Gromovの問題 5.4を解決する Forstneričの岡の原理であり, 岡多様体が岡の名を冠する所以
である.

定理 6.2 (cf. [8, Theorem 5.4.4]). X を Stein多様体, h : Z → X を岡多様体をファイバーにもつ
正則ファイバー束とする. このとき Gromovの岡の原理 (定理 5.3)と同様の主張が成立する.

この定理の主張が逆に岡多様体を特徴付けていることにも注意する. このことから様々な岡性 (様々
な形の岡の原理)が互いに同値であることが従う (cf. [8, §5.15]).
Gromovの岡の原理から Gromov楕円的な複素多様体が岡であることが従うことに注意する. 逆に
岡であれば (岡の原理が成り立つならば), Gromov楕円的であるかどうかというのは自然な問題であ
る. Gromovは [16]でこのことを問題にして Stein多様体に対しては岡性と Gromov楕円性が同値で
あることを確かめている [16, Remark 3.2.A].

問題 6.3 (Gromov [16, Question 3.2.A′′]). 任意の複素多様体に対して岡であることと Gromov 楕
円的であることは同値か.

この問題は今年になってから否定的に解決された (cf. §9). それでは去年まで Gromov 楕円多様
体から岡多様体に焦点を移す意味がなかったのかというとそうではなく, 以下で見るように岡性は
Gromov楕円性に比べて種々の操作で閉じているなどのメリットがある.

例 6.4. (1) 岡多様体をファイバーとする正則ファイバー束 E → B に対して E と B の岡性は同値
である (cf. [8, Theorem 5.6.5]).

(2) 特に正則被覆写像 Ỹ → Y に対して Ỹ と Y の岡性は同値である (cf. [8, Proposition 5.6.3]).

(3) Hopf多様体は岡である (上の例と例 5.2 (3)を用いる). 従って岡性は Kähler性を導かない.

(4) (非特異) トーリック多様体は岡である (Lárusson [7, Theorem 2.17]). これは §8 の結果からも
従う.
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7 凸楕円性による岡多様体の特徴付け
Gromov楕円性と岡性の問題 (問題 6.3)をひとまず無視して, より弱い楕円性によって岡性を特徴
付けることを目指そう. Gromovは [16]において次のような予想をした.

予想 7.1 (Gromov [16, §1.4.E′′]). 複素多様体 Y に対して以下は同値であろう:

(1) Y は岡多様体である.

(2) 任意の Stein 多様体 X と任意の正則写像 f ∈ O(X,Y ) に対して自明束からの正則写像
sf : X ×CN → Y で各 x ∈ X に対して sf (x, 0) = f(x) かつ sf (x, ·) : CN → Y が原点で非
退化となるものが存在する*4.

注意 7.2. Gromov楕円的であれば予想 7.1の (2)を満たすことは簡単に分かる (ベクトル束 E を引
き戻して Cartanの定理 Bを用いてその引き戻しへ自明束から全射を作ればよい). 岡多様体が (2)を
満たすことは X ×CN の零切断の近傍から条件を満たす局所的な正則写像を作っておき, それを岡の
原理により全体まで広げることで確かめられる.

予想 7.1 (2)よりも (見かけ上)弱い次の楕円性を考える.

定義 7.3. 複素多様体 Y が凸楕円的であるとは, 任意のコンパクト凸集合 K ⊂ Cn と任意の正
則写像 f ∈ O(K,Y ) に対して自明束からの正則写像 sf : K × CN → Y で各 x ∈ K に対して
sf (x, 0) = f(x) かつ sf (x, ·) : CN → Y が原点で非退化となるものが存在することをいう.

凸楕円的ならば岡であることを示して Gromovの予想を証明したのが [17]における主結果のうち
の一つである.

定理 7.4 ([17, Theorem 2.2]). 複素多様体が岡であることと凸楕円的であることは同値である. 特に
Gromovの予想 7.1は正しい.

ここでも証明で鍵となるアイデアは, コンパクト凸集合 K ⊂ Cn の近傍からの正則写像 f : K → Y

に対する sf : K ×CN → Y によるファイバーを保つ写像 (pr1, sf ) : K ×CN → K × Y を考えるこ
とで問題を線形化することであり, 岡や Grauertらによって開発された手法が根底にある.

8 岡多様体の局所化原理
前節で紹介した凸楕円性による岡多様体の特徴付け (定理 7.4)の応用として次の局所化原理が得ら
れる. ここで複素多様体の Zariski開集合とは, 補集合が閉解析的部分集合になるようなものである.

系 8.1 ([17, Theorem 1.4]). 岡であるような Zariski開集合で被覆される複素多様体は岡である.

*4 この条件は [15]で初めて考えられたもので条件 Ell1 と呼ばれている.
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証明には Forstneričの岡の原理の変種 [8, Theorem 8.6.1]から従う次の補題を用いる.

補題 8.2. Y を複素多様体, U ⊂ Y を岡であるような Zariski開集合とする. このとき任意の Stein

多様体 X と任意の正則写像 f ∈ O(X,Y ) に対して自明束からの正則写像 sf : X × CN → Y で
sf (·, 0) = f かつ各 x ∈ f−1(U) に対して sf (x, ·) : CN → Y が原点で非退化となるものが存在する.

系 8.1の証明. 岡多様体の定義 (での K のコンパクト性)から岡であるような 2つの Zariski開集合
U, V により Y = U ∪ V と書けている場合を考えれば十分である. 任意の Stein多様体 X と正則写
像 f ∈ O(X,Y ) に対して補題 8.2を用いることで得られる sf : X ×CN → Y を考える. この sf を
f の代わりに, そして V を U の代わりに再び補題 8.2を用いることで ssf : (X × CN )× CN ′ → Y

が得られる. これを ssf : X × CN+N ′ → Y と見ると, 各 x ∈ X に対して ssf (x, 0) = f(x) かつ
ssf (x, ·) : CN+N ′ → Y が原点で非退化となっており, Y が凸楕円的であることが確かめられた.

[17, §4.3]や次節で見られるように, 局所化原理を用いることで新しい岡多様体が色々と見つかって
いる. 他にも次のようにトーリック多様体が岡であることの別証明が得られる.

例 8.3. Zariski位相で局所的に (C∗)n に双正則な複素多様体は局所化原理により岡である. 特にトー
リック多様体や有理曲面は岡である.

次は無視することのできない重要な問題であるが, 今のところ未解決である.

問題 8.4. 岡であるような (Euclid位相に関する)開集合で被覆される複素多様体は岡であるか.

例えば n > 1 に対する閉単位球の補空間 Cn \ Bn は Cn と双正則な Fatou-Bieberbach領域によ
り被覆されているが岡多様体であるかどうかは分かっていない (cf. [9]).

9 Gromov楕円的でない岡多様体
最後に, [18]で得られた Gromovの問題 6.3に否定的な解答を与える Gromov楕円的でない岡多様
体の例を紹介する. なぜ凸楕円性による岡多様体の特徴付けよりも後なのかというと, この例の岡性
が局所化原理によって確かめられるからである.

系 9.1 ([18, Corollary 1.4]). 各 n ≥ 3 に対し Cn \ ((N−1)2 × {0}n−2) は Gromov楕円的でない岡
多様体である. ここで N−1 = {j−1 : j ∈ N} ⊂ C である.

この例が Gromov 楕円的でないことは Andrist-Shcherbina-Wold [1] の結果から分かる (ここで
n ≥ 3 が必要になる). [18] では彼らの証明を改良し, Gromov 楕円的でないだけでなく弱劣楕円的
(weakly subelliptic)でないことまで示した. ここで弱劣楕円性は Gromov楕円性と同様に自身の上
の正則ベクトル束からの sprayによって定義される岡性の十分条件であり, そのような楕円性の中で
最も弱いものである.
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証明. Cn \ {0} =
∪n

j=1 Cj−1 × C∗ × Cn−j であることと例 6.4 (2), そして局所化原理より,

Cn \ (exp−1(N−1)× N−1 × {0}n−2)

が岡であることを示せば十分である. 上で Cn から抜き取る集合を S とおく. 各 y ∈ Cn \ S に対し
て自己同型 φ ∈ AutCn で次の条件を満たすものを構成できる (cf. [18]):

(1) φ(y) ∈ Cn−1 × C∗.

(2) φ(S) ∩ (Cn−1 × C∗) は Cn−1 × C∗ に集積点をもたない.

(3) prn(φ(S)) ∩ C∗ は C∗ に集積点をもたない (prn は第 n 成分への射影).

これから prn((idCn−1 × exp)−1(φ(S))) = exp−1(prn(φ(S))) が離散点列であることが従い, Rosay-

Rudin [23]の結果から離散点列 (idCn−1 × exp)−1(φ(S)) ⊂ Cn が tame (例 5.2 (3))であることが分
かる. よって例 5.2 (3)と Gromovの岡の原理から Cn \ (idCn−1 × exp)−1(φ(S)) は岡であり, これを
普遍被覆とする (Cn−1 ×C∗) \ φ(S) も岡である (例 6.4 (2)). 従って φ−1(Cn−1 ×C∗) \ S ⊂ Cn \ S
は岡であるような y の Zariski開近傍であり, 再び局所化原理によって Cn \ S は岡である.
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