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概要

本稿は筆者の専門である多変数複素解析におけるホモトピー論 (holomorphic homotopy

theory)に関する Lárussonの論文 [5, 6, 7, 8, 9]を, 代数学特論で得た知識を活かしてまとめた
ものである. 主な目的は, これら五つの論文の根底にある “the Oka principle is about fibrancy

in suitable model structures”という Lárussonの哲学を理解することである.

1 What is the Oka principle?

岡の原理とは標語的に言えば「Stein 多様体上の解析的な問題には位相的な障害しかない」という
ものであり, 岡潔の第 III論文 (1939)に端を発する. この原理は Gromov (1989)による「複素解析
におけるホモトピー原理」という解釈を経て, Forstneričや Lárussonらによって岡多様体の理論へと
発展した. 詳しい歴史や岡の原理の詳細については, 岡多様体に関する唯一の成書である [1]を参照さ
れたい. 以下ではこの分野における主な研究対象である (弱)岡多様体や (弱)岡写像の概念を簡単に
復習する. これらは Stein多様体からの写像が岡の原理を満たすようなものとして定義される. 本稿
を通して複素多様体は第二可算だが連結とは限らないものを考え, 連続写像の空間 C (X,Y ) や正則写
像の空間 O(X,Y ) にはコンパクト開位相を入れることとする.

定義 1.1. 複素多様体の間の正則写像 π : Y → B が弱岡写像であるとは, 任意の Stein多様体 X に
対して次の二条件が成り立つことをいう:

1. π∗ : O(X,Y )→ O(X,B) が Serre fibration.

2. O(X,Y ) ↪→ {f ∈ C (X,Y ) : π ◦ f ∈ O(X,B)} が weak homotopy equivalence.

また複素多様体 Y が弱岡多様体であるとは Y → ∗ が弱岡であることとする (∗ は singleton). 言い換
えると, 任意の Stein多様体 X に対して包含 O(X,Y ) ↪→ C (X,Y ) が weak homotopy equivalence

であるということである.

定義 1.2. 複素多様体の間の正則写像 π : Y → B が岡写像であるとは,任意の Stein包含 ι : X ′ ↪→ X

(Stein多様体の間の閉埋め込み)に対して次の二条件が成り立つことをいう:
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1. (π∗, ι
∗) : O(X,Y )→ O(X,B)×O(X′,B) O(X ′, Y ) が Serre fibration.

2. O(X,Y ) ↪→ {f ∈ C (X,Y ) : π ◦ f ∈ O(X,B), f ◦ ι ∈ O(X ′, Y )} が weak homotopy

equivalence.

また複素多様体 Y が岡多様体であるとは Y → ∗ が岡であることとする. 言い換えると, 任意の Stein

包含 ι : X ′ ↪→ X に対して包含 O(X,Y ) ↪→ {f ∈ C (X,Y ) : f ◦ ι ∈ O(X ′, Y )} が weak homotopy

equivalenceであるということである.

岡多様体には色々な同値な定義があることが知られている (cf. [1, §5.15]). 次はその中で最も単純
なものである.

定理 1.3 (cf. [1, Proposition 5.15.1]). 複素多様体 Y が岡であることと, 任意の n ∈ N と可縮な閉
複素部分多様体 X ⊂ Cn に対して制限写像 O(Cn, Y )→ O(X,Y ) が全射であることは同値である.

岡多様体であるための幾何学的な十分条件として Gromov の ellipticity と呼ばれるものがあり
(cf. [1, §6]), それを用いることで例えば複素 Lie 群や複素等質多様体が岡であることが分かる. ま
た代表的な岡写像の例として, 岡多様体をファイバーとする正則ファイバー束が挙げられる (cf. [1,

Corollary 7.4.5]).

Lárussonは上で導入した概念とホモトピー論との深い関係を一連の研究 [5, 6, 7, 8, 9]で発見し, 特
に岡の原理をモデル圏の枠組みに納めることに成功した. 以下ではこれらの成果を概観し, “the Oka

principle is about fibrancy in suitable model structures”という Lárussonの哲学の理解を目指す.

2 複素多様体の圏の埋め込み M ↪→ SetStn
op

∆

M で複素多様体の圏を表す. 複素多様体 X,Y の間の正則写像の空間 O(X,Y ) の singular set

SingO(X,Y ) ∈ Set∆ を MapM(X,Y ) とすることで M を simplicial categoryと見る. 岡の原理と
相性の良いモデル構造を持つ simplicial model categoryに M を埋め込むのが目標である.

Stn で Stein多様体からなる M の full (simplicial) subcategoryを表す. 連結 Stein多様体は複素
Euclid空間に埋め込まれるので Stn は essentially smallである. simplicial functor Stnop → Set∆

のなす simplicial category SetStn
op

∆ を考える. enriched Yoneda lemma より任意の X ∈ Stn と
F ∈ SetStn

op

∆ に対し Set∆ における自然な同型

F (X) ∼= MapSetStnop

∆
(MapM(−, X), F )

があるので simplicial full embedding Stn ↪→ SetStn
op

∆ が X 7→ MapM(−, X) により定まる. これの
明らかな拡張M→ SetStn

op

∆ は写像空間のmonomorphism (もちろん X が Steinなら isomorphism)

MapM(X,Y )→ MapSetStnop

∆
(MapM(−, X),MapM(−, Y ))

を与え, M を SetStn
op

∆ に simplicialに埋め込む. この埋め込みが fullであるかは知られていないが,

次のような弱い意味では full embeddingである.
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命題 2.1 ([5, Proposition 4.2]). SetStn
op

∆ における複素多様体 X,Y の間の任意の射 τ : X → Y を
vertex levelに制限した O(−, X) → O(−, Y ) はある正則写像 f ∈ O(X,Y ) により与えられる. つ
まり合成 M ↪→ SetStn

op

∆ → SetStn
op は full embeddingを与える.

注意 2.2. 上のような埋め込み M ↪→ SetStn
op

∆ を考える理由を以下に挙げる:

(1) presheafを考える理由: 圏を completeかつ cocompleteにするため.

(2) simplicial presheafを考える理由: Stein包含は cofibrationになってほしく Stn上の (空間に値を
持つ) presheafの圏で objectwise cofibrationを引き起こすと要求するのが自然であるが, topological

presheaf を考えるとこれが成り立たないため. 例えば O(C \ Z, {1}) → O(C \ Z,C∗) を考えると
Serreや Hurewiczの意味の cofibrationにはならない (値域の任意の非空開集合が非可算個の連結成
分を持ち, 像の可縮な近傍が存在しないため). しかし singular setをとると Set∆ の cofibrationにな
る. またこのようにしても Serre fibrationや weak homotopy equivalenceの情報は失われない.

(3) simplicially enriched presheafを考える理由: 少なくとも Stein多様体が定義域であるようなと
ころは fullに埋め込みたいが, enrichされていない functorの圏では米田の補題を使えないため.

3 SetStn
op

∆ のモデル構造と局所化: projective, injective, intermediate

本稿を通して Set∆ には Kan-Quillenモデル構造だけを入れることにする. モデル圏の一般論から
以下のモデル構造が SetStn

op

∆ 上に得られる.

命題 3.1 (cf. [10, Proposition A.3.3.2 & Remark A.3.3.4]).

(1) SetStn
op

∆ には weak equivalenceと fibrationを objectwiseに定めることで, proper combinatorial

simplicial model structureが入る. これを (global) projective structureと呼ぶ.

(2) SetStn
op

∆ には weak equivalenceと cofibrationを objectwiseに定めることで, proper combinato-

rial simplicial model structureが入る. これを (global) injective structureと呼ぶ.

注意 3.2. 任意の Stein多様体は projective structureに関して cofibrantかつ fibrantであるが, 一
般に injective fibrantにはならない (cf. 注意 3.10).

Stn に Grothendieck 位相を入れて simplicial site と考え, left Bousfield localization をすること
で local model structureを作る. つまり cofibrationは変えずに weak equivalenceを増やす. Stn 上
の Grothendieck位相 (i.e. ホモトピー圏 hStn 上の Grothendieck位相)は, X ∈ Stn に対して像が
X を被覆する開埋め込みの族のホモトピー類を X の coveringとすることで定まるものとする.

定義 3.3 (local weak equivalence). SetStn
op

∆ の射 f : F → G が local weak equivalence であるとは,

上の位相に関する F と G の各次数のホモトピー層の同型を f が導くことをいう (cf. [13, Definition

3.3.2]). これは次の local right lifting propertyと同値である: 任意の Stein多様体 X と任意の Set∆
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での可換図式

∂∆n //

��

F (X)

��
∆n // G(X)

に対して, hStn での X のある covering sieve R が存在して R の射を代表する任意の Stn の射
S → X に対して以下のようなリフトが存在する:

∂∆n //

��

F (X) // F (S)

��
∆n //

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk
G(X) // G(S)

定理 3.4 (cf. [13, Theorem 3.4.1, Proposition 3.6.1]).

(1) SetStn
op

∆ には local weak equivalenceと projective cofibrationにより proper combinatorial sim-

plicial model structureが入る. これを local projective structureと呼ぶ.

(2) SetStn
op

∆ には local weak equivalence と injective cofibration (monomorphism) により proper

combinatorial simplicial model structureが入る. これを local injective structureと呼ぶ.

次に Stein包含が cofibrationになるような最小の model structureを考える. これは cofibration

が projective structure より多く, injective structure より少ない intermediate なものになる. 集合
C0 を Stein包含 X ′ ↪→ X と n ≥ 0 に対する SetStn

op

∆ 内のmonomorphism

X × ∂∆n ∪X′×∂∆n X ′ ×∆n → X ×∆n

からなるものとする. n = 0 や X ′ = ∅ の場合を考えることで C0 が Stein 包含や, projective

structureの generating cofibration X × ∂∆n → X ×∆n を含むことが分かる.

定義 3.5 (intermediate cofibration). C を C0 の saturation (C0 を含み pushout, retract, transfinite

compositionで閉じている最小の SetStn
op

∆ の射のクラス)とする. C の射を intermediate cofibration

と呼ぶ. これは C0 の射の pushoutの transfinite compositionの retractとして書ける.

定理 3.6 ([6, Theorem 13, §22]).
(1) SetStn

op

∆ には objectwise weak equivalenceと intermediate cofibrationにより proper combina-

torial simplicial model structureが入る. これを intermediate structureと呼ぶ.

(2) SetStn
op

∆ には local weak equivalence と intermediate cofibration により proper combinatorial

simplicial model structureが入る. これを local intermediate structureと呼ぶ.

この定理の証明は Jardine [3]による (siteが discreteな場合の) intermediate structureの存在の
証明と同様である.
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命題 3.7 (intermediate fibration の特徴付け [6, §22]). SetStn
op

∆ の射 F → G が intermediate

fibrationであることと, 任意の Stein包含 X ′ ↪→ X と任意の n ≥ 0 に対する

X × Λn
k ∪X′×Λn

k
X ′ ×∆n → X ×∆n

に関して right lifting propertyをもつということと同値である. さらに, 上の形の射は intermediate

generating trivial cofibrationとなる.

以下では上で導入したモデル構造における weak equivalenceと cofibrationがどのようなものであ
るかを述べる (fibrationについては次節以降を参照).

n 次元開球 Bn ∈ Stn に対し, 任意の射 ∗ 7→ Bn は強変位レトラクションの包含であり, F ∈
SetStn

op

∆ に対し F (∗)→ F (Bn) は weak equivalenceになる. これと任意の被覆が Bn による細分を
もつことから次が従う. ただし Γ : SetStn

op

∆ → Set∆, F 7→ F (∗) = MapSetStnop

∆
(∗, F ) は (simplicial)

global section functorを表す.

命題 3.8 (local weak equivalence の特徴付け [6, §4]). SetStn
op

∆ の射 f : F → G が local weak

equivalenceであることと, Set∆ の射 Γ(f) : Γ(F )→ Γ(G) が weak equivalenceであることは同値で
ある. 特に複素多様体の間の正則写像が local weak equivalenceであることと homotopy equivalence

であることは同値である.

SetStn
op

∆ の全ての対象は injective cofibrant である. また定義から Stein 多様体は projective

cofibrantであり intermediate cofibrantであるが, 命題 2.1を用いることで [7]で逆も証明された.

定理 3.9 (cofibrantの特徴付け [7, Theorem 6]). 複素多様体 X に対して次は同値:

1. X は intermediate cofibrant.

2. X は projective cofibrant.

3. X は Stein多様体.

intermediate cofibrationになる正則写像は Stein包含と双正則写像のみであると考えられている.

注意 3.10. 三つの local model structureは全て異なる. まず D は holomorphically contractibleな
ので弱岡であり定理 5.1より local projective fibrantであるが, Liouvilleの定理より D は岡ではな
く系 5.6より local intermediate fibrantではない. また C は岡なので系 5.6より local intermediate

fibrantであるが, local injective fibrantではない. より強く任意の正次元の複素多様体 Y が injective

fibrantではないことが, injective trivial cofibration D ↪→ 2D を考えることで分かる.

4 Set∆ との simplicial Quillen equivalence

simplicial functor Π : SetStn
op

∆ → SetStn
op

∆ , F 7→ Π(F ) = MapSet∆(Sing(−),Γ(F )) を考え
る. これは Π ◦ Π = Π を満たす (つまり射影である). また simplicial natural transforma-
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tion η : idSetStnop

∆
→ Π が F ∈ SetStn

op

∆ , X ∈ Stn に対し (ηF )X : F (X) → Π(F )(X) =

MapSet∆(SingX,Γ(F )) を F による SingX = MapStn(∗, X) → MapSet∆(F (X), F (∗)) に対応
するものとして定められる. 射 ηΠ(F ) = Π(ηF ) : Π(F )→ Π2(F ) = Π(F ) が idΠ(F ) と等しいことに
注意する. また Γ(ηF ) = idΓ(F ) なので ηF : F → Π(F ) は local weak equivalenceである. 系 4.2で
分かることだが Π と η は functorialな localization ([2, Definition 3.2.16])を与える.

命題 4.1 ([6, §6]). SetStn
op

∆ には三つの local model structure のいずれかを入れる. このとき次の
simplicial Quillen equivalenceが得られる:

SetStn
op

∆

Γ //
Set∆

Π|Set∆

oo

証明. SetStn
op

∆ の任意の射 f : F → Π(K) は

F
f //

ηF

��

Π(K)

ηΠ(K)

Π(F )
Π(f) // Π(K)

と分解するので f は Π(f) から決定される. またこれは Γ(F ) → Γ(Π(K)) = K から誘導されてい
る. これらは全て simplicialに自然であるので (Γ,Π|Set∆) は simplicial adjunctionである. Quillen

adjunction であることは, 定義から Γ が injective cofibration (resp. local weak equivalence) を
Set∆ での cofibration (resp. weak equivalence) にうつすことから従う (projective cofibration は
injective cofibrationでもあることに注意). また ηF : F → Π(F ) が local weak equivalenceである
ことから F → Π(K) が local weak equivalenceであることと Π(f) : Π(F )→ Π(K) が local weak

equivalenceであることは同値である. 命題 3.8より, これは Γ(F )→ K が weak equivalenceである
ことは同値であるので (Γ,Π|Set∆) は Quillen同値でもある.

この命題から Π|Set∆ は Kan fibrationを local injective fibrationに送る. 特に fibrant K ∈ Set∆

に対して MapSet∆(Sing(−),K) は local injective fibrantであるので次が分かる.

系 4.2. Γ(F ) が fibrant となるような F ∈ Set∆ に対して ηF : F → Π(F ) は functorial な
local fibrant replacement を与える. 言い換えると, そのような F に対して ηF は functorial な
localizationを与える. 特に複素多様体 X に対して ηX : X → Π(X) は SetStn

op

∆ の local injective

model structureに関する X の cofibrant-fibrant modelを与える.

命題 4.3 (cf. [6, §7]). 三つの local model structure のいずれかで考える. Γ(F ),Γ(G) が fibrant

となるものの間の SetStn
op

∆ の global fibration f : F → G に対し, f が local fibration であるこ
とと, F → G ×Π(G) Π(F ) が objectwise weak equivalence であることは同値. 特に global fibrant

F ∈ SetStn
op

∆ が local fibrantであることと ηF : F → Π(F ) が objectwise weak equivalenceである
ことは同値.
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証明. 系 4.2より次の図式は f の localizationを与える:

F
f //

ηF

��

G

ηG

��
Π(F )

Π(f) // Π(G)

このとき f が local fibrationであることと, 上の図式が global structureで homotopy fiber square

であることは同値である (cf. [2, Proposition 3.4.8]). これは F から Π(F ) → Π(G) ← G の
homotopy pullback への自然な射が objectwise weak equivalence ということと同じである. しか
し今 Γ(F ) → Γ(G) は Kan fibration であるので, 上の Quillen 同値から Π(f) は local fibration

であり特に global fibration である. 従って homotopy pullback は objectwise pullback と自然に
objectwiseに weak equivalentである (cf. [2, Corollary 13.3.8]).

5 Oka principle = fibrancy

5.1 weak Oka property = local projective fibrancy

定理 5.1 (weak Oka property = local projective fibrancy [6, Theorem 11]). 正則写像 π : Y → B

が弱岡であることと local projective fibrationであることは同値である. 特に複素多様体が弱岡であ
ることと local projective fibrantであることは同値である.

証明. 命題 4.3より π が local projective fibrationであることは, 任意の Stein多様体 X に対して
次の二条件が成り立つことと同値である:

1. SingO(X,Y )→ SingO(X,B) が Kan fibration.

2. SingO(X,Y )→ SingO(X,B)×MapSet∆
(SingX,SingB) MapSet∆(SingX, SingY ) が w.e.

MapSet∆(SingX, SingY ) = SingC (|SingX|, Y ) が SingC (X,Y ) とホモトピー同値であることなど
を使うと後者は O(X,Y )→ O(X,B)×C (X,B) C (X,Y ) が weak homotopy equivalenceであること
と同値である. 従ってこれらの条件は弱岡であることの条件 (定義 1.1)と同値である.

Toën-Vezzosi [13, Corollary 3.4.7]によると F ∈ SetStn
op

∆ が local projective fibrantであること
と, objectwise fibrant かつ stack である (hyperdescent condition [13, Definition 3.4.9] を満たす)

ことは同値である. 複素多様体は objectwise fibrantなので定理 5.1から次が従う.

系 5.2 ([6, Theorem 9]). 複素多様体が弱岡であることと simplicial Stein site Stn 上の stackを表
現することは同値である.

[6]の前の論文での主結果 [5, Theorem 2.1]は, Y が弱岡多様体であることと discrete Stein site上
で SingO(−, Y ) が有限被覆に関する descent condition (finite excision)を満たすことが同値である
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ことを述べている. 同論文では代数的な弱岡多様体に対する descent theorem [5, Theorem 5.1]も示
されている.

5.2 Oka property = local intermediate fibrancy

命題 5.3 (local intermediate trivial fibration の特徴付け [6, Proposition 14]). SetStn
op

∆ の lo-

cal weak equivalence F → G が local intermediate fibration であることと, 任意の Stein 包
含 X ′ ↪→ X に対して homotopy right lifting property を持つこと (i.e. MapSetStnop

∆
(X,F ) →

MapSetStnop

∆
(X,G)×Map

SetStnop
∆

(X′,G) MapSetStnop

∆
(X ′, F ) が trivial fibration)は同値である.

証明. 定義より F → G が local intermediate fibrationになることと C0 の射に対して right lifting

propertyをもつことは同値である. 随伴を取ることで, このことは任意の n ∈ N と任意の Stein包含
X ′ ↪→ X に対する次の図式でリフトが存在することと同値である:

∂∆n //

��

F (X)

��
∆n // G(X)×G(X′) F (X

′)

これは任意の Stein包含 X ′ ↪→ X に対して F (X)→ G(X)×G(X′) F (X
′) が trivial fibrationにな

ることと同値である.

Lárussonの [6]における主結果は次のような local intermediate fibrationの特徴付けを与える. 証
明は命題 5.3の場合とは異なり簡単ではない.

定理 5.4 (local intermediate fibrationの特徴付け [6, Theorem 19]). SetStn
op

∆ の射 f : F → G に
対して local intermediate fibrationであることと, 任意の Stein包含 X ′ ↪→ X に対して次の二条件
が成り立つことをいう:

1. F (X)→ G(X)×G(X′) F (X
′) が Kan fibration.

2. 任意の可換図式

X ′ //

��

F
ηF //

f

��

Π(F )

Π(f)

��
X // G

ηG // Π(G)

におけるリフトの空間の間の射

(ηF )∗ : MapX′↓SetStnop

∆ ↓G(X,F )→ MapX′↓SetStnop

∆ ↓Π(G)(X,Π(F ))

が weak equivalence.

注意 5.5. (1) 命題 3.7を用いることで, 定理 5.4の一つ目の条件が (global) intermediate fibration

の特徴付けを与えることが分かる (命題 5.3の証明を参照せよ).
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(2) 定理 5.4の二つの条件で X ′ = ∅ とすると, 命題 4.3における Γ(F ),Γ(G) が fibrantとなるよう
な射 F → G に対する local projective fibrationの必要十分条件が出てくる.

系 5.6 (Oka property = local intermediate fibrancy [6, Corollary 20]). 正則写像 π : Y → B が岡
であることと local intermediate fibrationであることは同値である. 特に複素多様体が岡であること
と local intermediate fibrantであることは同値である.

証明. 定理 5.1と同様にして, π : Y → B に対する定理 5.4の条件が任意の Stein包含 ι : X ′ ↪→ X

に対して次の二条件が成り立つことと同値だと分かる:

1. O(X,Y )→ O(X,B)×O(X′,B) O(X ′, Y ) が Serre fibration.

2. 任意の可換図式

X ′ //

��

Y

��
X // B

における正則なリフトの空間 LO(X,Y ) から連続なリフトの空間 LC (X,Y ) への包含が weak

homotopy equivalence.

以下ではこれらの条件が岡であるための条件 (定義 1.2) と同値であることを見る. Cπ,ι(X,Y ) =

{f ∈ C (X,Y ) : π ◦ f ∈ O(X,B), f ◦ ι ∈ O(X ′, Y )} とおいて可換図式

LO(X,Y ) //

��

O(X,Y )

��

// O(X,B)×O(X′,B) O(X ′, Y )

LC (X,Y ) // Cπ,ι(X,Y ) //

��

O(X,B)×O(X′,B) O(X ′, Y )

��
C (X,Y ) // C (X,B)×C (X′,B) C (X ′, Y )

を考える. X ′ ↪→ X が (Serreの意味で) cofibrationであることから右下の水平な射は Serre fibration

である. 右下の四角が pullback squareであることと共通の条件から, 右半分の水平な射は全て Serre

fibration である. 従って上半分の図式は fibration sequence の間の射であり, 左の垂直な射が weak

homotopy equivalenceであることと中央の垂直な射が weak homotopy equivalenceであることは同
値である.

命題 4.3から次が簡単に分かる.

命題 5.7 ([6, §22]). Γ(F ),Γ(G) が fibrantとなるものの間の SetStn
op

∆ の射 f : F → G に対し, f が
local intermediate fibration であることと, intermediate fibration かつ local projective fibration で
あることは同値. 特に F ∈ SetStn

op

∆ が local intermediate fibrantであることと, intermediate fibrant

かつ local projective fibrantであることは同値.
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これと注意 5.5から次の岡写像の特徴付けが得られる (定義 1.2と比較せよ).

系 5.8 ([6, §22]). 正則写像 π : Y → B が岡写像であることと, 任意の Stein包含 X ′ ↪→ X に対し
て次の二条件が成り立つことは同値:

1. O(X,Y )→ O(X,B)×O(X′,B) O(X ′, Y ) が Serre fibration.

2. O(X,Y ) ↪→ {f ∈ C (X,Y ) : π ◦ f ∈ O(X,B)} が weak homotopy equivalence.

特に複素多様体 Y が岡であることと, Y が弱岡かつ任意の Stein 包含 X ′ ↪→ X に対して
O(X,Y )→ O(X ′, Y ) が Serre fibrationであることが同値になるが, このことは定義から直接示すこ
ともできる (cf. [6, §16]). もちろんこの同値性は定理 1.3からも直ちに従う.

fibration の値域が fibrant ならば定義域が fibrant であることは定義から明らかであるが, local

intermediate structureではこの逆も成り立つ. これは岡多様体が定理 1.3のように特別な Stein包
含だけを用いて特徴付けられることの簡単な帰結である.

命題 5.9. π : E → B を複素多様体の間の全射な岡写像であるとする. このとき E が岡であること
と B が岡であることは同値である.

付録A 写像空間のホモトピー型
Y を弱岡多様体とする. つまり任意の Stein 多様体 X に対して O(X,Y ) ↪→ C (X,Y ) が weak

homotopy equivalenceになるということであった. これがいつ homotopy equivalenceになるかを考
える.

注意 A.1. (1) 写像空間は locally compactでなければ CW複体にならないことに注意する (距離化
可能であるため).

(2) functorial homotopy inverse が存在するかという問題も興味深い. simplicial に考えると ob-

jectwise weak equivalence ηY : Y → Π(Y ) が simplicial homotopy equivalence であるかという
ことであるが, もし injective cofibration ηY が projective cofibration でもあれば ηY は simplicial

homotopy equivalenceになる (定理 5.1と [2, Corollary 9.6.5]を用いよ).

[5, Theorem 2.2]で affine algebraic manifold X に対して right homotopy inverseが存在するこ
とが示され, [9]で ANR (absolute neighborhood retract)の理論を用いて次のように一般化された.

命題 A.2 ([9, Proposition 8]). X が finitely dominated (i.e. idX が相対コンパクトな像を持つ写像
に homotopic)な Stein manifoldで O(X,Y ) ↪→ C (X,Y ) が weak homotopy equivalenceなら right

homotopy inverseをもつ.

この命題と ANR property の Dugundji-Lefschetz characterization を用いて Y が岡多様体であ
るという強い仮定のもとで次が示された.
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定理 A.3 ([9, Theorem 1]). X を有限個の臨界点しかもたない強多重劣調和皆既 Morse 関数を持
つ Stein 多様体とし, Y を岡多様体とする. このとき O(X,Y ) は C (X,Y ) の strong deformation

retractである.

以下では正則写像の空間のホモトピー型をその空間への正則写像のみから復元できるかという問題
を考える.

|∆n| = {(x0, . . . , xn) ∈ [0, 1]n+1 : x0 + · · ·+ xn = 1}

の代わりに

|∆n|C = {(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 : z0 + · · ·+ zn = 1}

を考えることで, singular set Sing(Y ) と同様に affine singular set SingCY ∈ Set∆ を SingC(Y )n =

O(|∆n|C, Y ) で定める. 任意の n ∈ N に対して制限写像 O(|∆n|C, Y )→ C (|∆n|, Y ) は単射なので,

自然な cofibration SingC(Y ) ↪→ Sing(Y ) が得られる.

注意 A.4. Y が Brody双曲的 (i.e. 整曲線 C→ Y が全て定数)ならば SingC(Y ) は discreteである.

定理 A.5 ([8, Theorem 1]). 岡多様体 Y に対して cofibration SingC(Y ) ↪→ Sing(Y ) は strong

deformation retractの包含である.

正則写像 X × |∆n|C → Y を考えることで, 正則写像の空間の affine singular set SingCO(X,Y )

も定義することができる. 上の定理はこの状況でも成り立つ.

定理 A.6 ([8, Theorem 2]). Y を岡多様体とすると, 任意の Stein多様体 X に対する二つの射

SingCO(X,Y ) ↪→ SingO(X,Y ) ↪→ SingC (X,Y )

はどちらも Kan complexの間の weak equivalenceである.

注意 A.7. Y が弱岡多様体であることと SingO(X,Y ) ↪→ SingC (X,Y ) が strong deformation

retractの包含であることは同値である.

筆者の結果 [4, Corollary 3.1] を用いると左の射が weak equivalenceになることが, 岡多様体を特
徴付けることが分かる.

系 A.8. Y が岡多様体であることと SingCO(X,Y ) ↪→ SingO(X,Y ) が strong deformation retract

の包含であることは同値である.

付録B SetStn
op

∆ における mapping cylinder

モデル圏における射 f : F → G の mapping cylinder Cyl(f) とは, cofibration ι : X → Cyl(f)

と trivial fibration (単に weak equivalenceの場合もある) π : Cyl(f)→ Y への分解 f = π ◦ ι のこ
とである.
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以下では [7]に沿って,三つのモデル構造における Stein多様体の間の正則写像のmapping cylinder

を扱い, その応用などを述べる.

B.1 local intermediate structure

X,Y を Stein多様体とし, X は有限次元であるとする. 正則写像 f : X → Y の local intermediate

structureにおける mapping cylinderを構成しよう: 仮定より閉埋め込み i : X ↪→ CN が存在する.

これを用いて

Cyl(f) = Cyl(f)int = Y × CN , ι = (f, i) : X → Cyl(f), π : Cyl(f)→ Y, (y, z) 7→ y

と定義すると, local intermediate structureでの f の mapping cylinderを与える.

Lárusson はこの応用として拡張定理が近似定理を導くことの証明 ([7, Theorem 1]) や, 岡である
Stein多様体が Gromovの ellipticityを満たすことの別証明 ([7, Theorem 2])を与えた.

B.2 local projective structure

X,Y を Stein 多様体とし, f : X → Y を正則写像とする. (local, global 両方の) projective

structure における f の mapping cylinder Cyl(f) = Cyl(f)proj は次の (Set∆ における) pushout

で得られる:

X
f //

ι0
��

Y

��
X ×∆1 // Cyl(f)

次の図式も pushout squareであることに注意する:

X ⊔X
f⊔id //

ι0⊔ι1
��

Y ⊔X

��
X ×∆1 // Cyl(f)

これらにおける包含射 ι0, ι1 の定義は明らかであろう.

命題 B.1. 合成 X → Y ⊔X → Cyl(f) を ι とし, pushoutの普遍性から与えられる射影 Cyl(f)→ Y

を π とすると (local, global両方の) projective structureにおける f の mapping cylinderになる.

証明. Y ⊔X → Cyl(f) は projective cofibrationの pushoutなので projective cofibrationであり,

また Stein多様体 Y が projective cofibrantなので X → Y ⊔X も projective cofibrationである.

従ってこれらの合成である ι も projective cofibrationである.

また Y → Cyl(f) は objectwise trivial cofibration X → X × ∆1 の pushout なので object-

wise weak equivalence である. 従って Y → Cyl(f) の left inverse である π も objectwise weak

equivalenceであり, 特に local weak equivalenceでもある.
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定義から, 複素多様体 Z への任意の射 Cyl(f)→ Z は HomSetStnop

∆
(Y, Z) = O(Y, Z) の元 φ と

HomSetStnop

∆
(X ×∆1, Z) = HomSet∆(∆

1,MapSetStnop

∆
(X,Z)) = (SingO(X,Z))1 = C (I,O(X,Z))

の元 ψ の組で φ ◦ f = ψ(0) を満たすものと 1対 1に対応する. ただし I = [0, 1] である. つまり射
Cyl(f)→ Z は, 正則写像のホモトピー X × I → Z で 0 ∈ I で f を通って分解するものと 1対 1に
対応する. 後者は Top における通常のmapping cylinder Cyl(f)top = Y ∪X (X × I) から Z への連
続写像で各スライスで正則なものと言っても同じである. このことの応用として次が得られる.

系 B.2 ([7, p. 1151]). X,Y を Stein多様体とし, f : X → Y を正則写像とする. Z が弱岡かつ f

が homotopy equivalence であるか, Z が可縮な弱岡多様体であると仮定する. このとき任意の正則
写像 X → Z は正則写像のホモトピーにより f : X → Y を通って分解するものに変形できる.

証明. どちらの場合も同様の証明であるので, 一つ目の仮定の場合だけを示す. f が local weak

equivalenceであること (命題 3.8)と π が local weak equivalenceであることから, ι : X → Cyl(f)

は local projective trivial cofibration である. これと Z が local projective fibrant であること
(定理 5.1) から ι∗ : MapSetStnop

∆
(Cyl(f), Z) → MapSetStnop

∆
(X,Z) = SingO(X,Z) は trivial Kan

fibrationであり, vertex levelでの全射 HomSetStnop

∆
(Cyl(f), Z)→ O(X,Z) を導く.

B.3 Quillen model structure

X,Y を Stein多様体とし, f : X → Y を正則写像とする. ここでは Quillenモデル構造の入った
位相空間の圏 Top における通常の mapping cylinder Cyl(f) = Cyl(f)top = Y ∪X (X × I) を考え
る. X が CW複体の構造を持つため, 命題 B.1の証明と同様に X → Cyl(f) が確かに (Serreの意味
で) cofibrationになることが分かる.

命題 B.3. Stein 多様体の間の正則写像 f : X → Y と弱岡多様体 Z に対し, O(Y, Z) →
C (Cyl(f), Z)×C (X,Z) O(X,Z) は weak homotopy equivalenceである.

証明. 可換図式

O(Y, Z)

,,YYYYYY
YYYYYYY

YYYYYYY
YYYYYYY

YYYYYYY
YYYYY

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T

��

C (Cyl(f), Z)×C (X,Z) O(X,Z) //

��

O(X,Z)

��
C (Y, Z) // C (Cyl(f), Z) // C (X,Z)

で左と右の垂直な射が weak homotopy equivalenceであることと右下の水平な射が Serre fibration

であること, 左下の水平な射が weak homotopy equivalenceであることから明らかである.

f が開埋め込みである場合に上の命題を用いることで次を示すことができる.
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系 B.4 ([7, p. 1152]). X を Stein多様体, Y を弱岡多様体, f ∈ C (X,Y ) を連続写像とする. もし
f が Steinコンパクト集合 (i.e. Stein近傍基をもつコンパクト集合)の近傍で正則なら, そのような
写像を通るホモトピーで f を正則写像 X → Y に変形できる.

付録C SetStn
op

∆ における (co)fibrant model

モデル圏の定義から SetStn
op

∆ の任意の対象に対して (co)fibrant modelが存在するが, ここでは複
素多様体の (co)fibrant modelとして再び複素多様体であるものが存在するかという問題を考える.

C.1 cofibrant model

SetStn
op

∆ のモデル構造として local intermediate structureを考える. 複素多様体 X の cofibrant

model で再び複素多様体になるようなものは, Stein 多様体 Xcof (intermediate cofibrant) からの
homotopy equivalenceであるような岡写像 (local intermediate trivial fibration) Xcof → X のこと
である. このような cofibrant modelを考える解析的な動機として, Stein多様体に対しては Gromov

の ellipticityという岡であるための幾何学的な必要十分条件が存在することと命題 5.9から, このよ
うな cofibrant modelが存在すると岡多様体の幾何学的な特徴付けを得ることができるというものが
ある. もう一つの動機としては, 他の Stein多様体から X への正則写像が全て Xcof を通って (一意
的とは限らないが)分解するという興味深い性質を持つということがある.

Lárusson [7] は Jouanolou trick を用いて任意の quasi-projective manifold の上に affine bundle

で total spaceが Steinであるものを構成した. 岡ファイバーをもつ正則ファイバー束は最初の節で述
べたように岡写像であるので, [7]における議論から次が従う.

命題 C.1 (cf. [7]). 次の条件を満たす複素多様体のクラスが存在する:

1. クラス内の任意の複素多様体は cofibrant modelで再び複素多様体であるものを持つ.

2. 任意の Stein多様体と quasi-projective manifoldを含む.

3. 積, 被覆, 有限分岐被覆, 閉部分多様体, 超曲面の補空間を取る操作で閉じている.

C.2 fibrant model

Stein多様体 X に対して, Stein岡多様体 Xfib への homotopy equivalenceであるような Stein包
含 X ↪→ Xfib は fibrant modelになる. これは Stein多様体の Cn への埋め込み定理を洗練すること
で, ホモトピー型を保つ Stein岡多様体への埋め込み定理を示すことが出来るかという問題と密接に
関連する. Ritter [11, 12] は開 Riemann面が elliptic manifoldにホモトピー型を保って埋め込むこ
とができ, 特にアニュラスの場合は値域として C × C∗ を取れることを示した. 現時点では他にどの
ような Stein多様体に対してこのことが成り立つかは知られていない.
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